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   Пояснительная записка


Программа элективного курса по геометрии включает углубление отдельных тем базовых общеобразовательных программ, а также их расширение, т.е. изучение некоторых тем, выходящих за их рамки. Тематика задач не выходит за рамки основного курса, но уровень их трудности – повышенный, превышающий обязательный. Особое место занимают задачи, требующие применения учащимися знаний в нестандартной ситуации. Особое внимание надо уделить решению задач векторным и координатным, а также векторно-координатным методами. Эти методы могут быть успешно использованы при решении широкого круга планиметрических и стереометрических задач, иногда векторный метод оказывается проще геометрического.


Для эффективной реализации курса необходимо использовать разнообразные формы, методы и приемы обучения, делая особый упор на развитие самостоятельности, познавательного интереса и творческой активности учащихся. Для этой цели проводятся уроки различной формы: лекции, консультации, практические занятия, итоговые контрольные работы, тексты которых прилагаются.


Общая продолжительность работы по программе элективного курса «Решение   стереометрических задач» :   34 часа в 11 классе (1 час в неделю).


Продолжительность одного занятия – 45 минут. Изучение курса складывается из трех частей: теоретической, практической и контроля знаний и умений учащихся. Теоретическая  часть элективного курса заключается в изложении материала учителем по каждой изучаемой теме с приведением примеров и сообщения учащимися дополнительных формул и теорем, не входящих в программу средней школы. Практическая часть элективного курса заключается в применении учащимися полученных знаний при решении задач. В конце учебного года проводится итоговая контрольная работа.
Цели курса:

1. Совершенствование навыков решения планиметрических и стереометрических задач повышенного уровня сложности.
2. Развитие логического мышления и пространственного представления.
3. Развитие графической культуры учащихся.
     Задачи курса.

1. Развитие потенциальных творческих способностей учащихся.
2. Формирование устойчивого интереса учащихся к предмету.
3. Подготовка к дальнейшему обучению в других учебных заведениях.
Основные требования к знаниям и умениям учащихся.


Выполнение практических занятий имеет цель: закрепить у учащихся теоретические знания и развить практические навыки и умения в области геометрии, и успешной сдачи ЕГЭ по математике.

1. Знать свойства геометрических фигур и уметь применять их при решении стереометрических задач.

2. Знать формулы площадей геометрических фигур и уметь применять их при решении задач.

3. Знать свойства геометрических тел и уметь применять их при решении задач.

4. Знать формулы площадей поверхностей геометрических тел и уметь применять при решении задач.

5. Знать формулы объемов геометрических тел и уметь применять при решении задач.

6. Уметь по условию задачи грамотно строить чертеж.

Содержание курса

Стереометрия
Многогранники.

Трехгранные и многогранные углы, теоремы косинусов и теорема синусов для трехгранного угла. Различные способы построения сечений многогранников. Поверхности многогранников. Правильные многогранники, теоремы Эйлера. Объемы многогранников.


Тела вращения, их поверхности и объемы, решение задач с применением определенного интеграла для нахождения объемов тел вращения. Решение задач повышенного уровня сложности векторным и координатным методами.


При решении стереометрических задач требования к качеству чертежа, его наглядности значительно возрастают. Основными принципами построения являются: выбор оптимального положения изображаемого  тела, выбор ракурса и проекции, умение строить сечения и проекции на плоскость, умение выделять на пространственном чертеже и соответственно изобразить плоскую конфигурацию, дающую ключ к решению задачи, умение перевести условие задачи на графический язык. Основным средством решения является аналитический метод
 Тематическое планирование

11-й класс (34 часа)

	
	Содержание учебного материала
	Кол-во часов
	Дата

	
	Решение стереометрических задач.
	34 ч.
	

	1.
	Построение задач на сечения.
	2ч.
	

	2.
	Решение задач по теме «Свойства пирамиды».
	1ч.
	

	3.
	Решение задач на нахождение площади поверхности пирамиды.
	2ч.
	

	4.
	Решение задач на нахождение объема пирамиды.
	2ч.
	

	5.
	Решение задач по теме «Свойства параллелепипеда».
	1ч.
	

	6.
	Решение задач на нахождение площади поверхности параллелепипеда.
	1ч.
	

	7.
	Решение задач на нахождение объема параллелепипеда.
	1ч.
	

	8.
	Решение задач по теме «Свойства призмы».
	1ч.
	

	9.
	Решение задач на нахождение площади поверхности призмы.
	2ч.
	

	10.
	Решение задач на нахождение объема призмы.
	2ч.
	

	11.
	Решение задач с помощью векторов.
	2ч.
	

	12.
	Решение задач по теме «Свойства цилиндра».
	1ч.
	

	13.
	Решение задач на нахождение площади поверхности цилиндра.
	2ч.
	

	14.
	Решение задач на нахождение объема цилиндра.
	2ч.
	

	15.
	Решение задач по теме «Свойства конуса».
	1ч.
	

	16.
	Решение задач на нахождение площади поверхности конуса.
	2ч.
	

	17.
	Решение задач на нахождение объема конуса.
	2ч.
	

	18.
	Решение задач по теме «Свойства сферы».
	1ч.
	

	19.
	Решение задач на нахождение площади поверхности шара и ее частей.
	2ч.
	

	20.
	Решение задач на нахождение объема шара и ее частей.
	2ч.
	

	21.
	Итоговая контрольная работа.
	2ч.
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2. Е.В. Потоскуев, Л.И. Звавич «Задачник для классов с углубленным изучением математики» изд. «Дрофа», 2008г.

3. В.В. Просолов «Задачи по планиметрии» изд. МНМО, 2001г.

4. М.И. Сканави «Сборник задач по математике». Изд. Москва «ОНИКС 21 век» «Мир и образование» «Альянс-В» 2003г.

§1. Задачи на построение сечения, 

вычисление его элементов и площади


Дидактические цели и задачи: сформировать умение строить сечения, определять его вид, вычислять элементы и площадь.

Тема 1. Некоторые правила построения сечения многогранника. Построение сечения, проходящего через три заданные точки, не лежащие на одной прямой

Уровень А

1. Через вершину А1  и середины боковых ребер ВВ1 СС1 прямой треугольной призмы АСВ А1В1С1 проведено сечение.


Вычислите его периметр, если АА1 =6см, АВ=АС=4 см, ВС=3см.

2. Через вершину А1 и середины ребер АВ и АС правильной треугольной призмы

 АСВ А1В1С1 проведено сечение. 


Вычислите его периметр, если ВС=16 см, АА1 =6см.

3. Через вершину и середины двух противолежащих сторон правильной четырехугольной пирамиды проведено сечение.


Вычислите его площадь, если сторона основания равна 12 см, а высота равна 5 см.

4. Через вершину и середины двух соседних сторон основания правильной четырехугольной пирамиды проведено сечение.


Вычислите его периметр, если сторона основания пирамиды равна 8 см, а боковое ребро – 5 см.

5. Основанием пирамиды МАВС является прямоугольный треугольник. Угол А равен 60(, угол С равен 90(, АВ = 8 дм. Высота пирамиды МА равна 6 дм.


Вычислите площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей через точки В, С и середину высоты пирамиды.

Уровень Б

1. Проведите сечение куба АВСD А1В1С1D1, содержащее точки А, С и середину ребра А1D1 .


Какой фигурой является сечение? Найдите его периметр, если ребро куба равно а.

2. Проведите сечение правильной треугольной призмы АВС А1В1С1 плоскостью, содержащей середины ребер АА1, ВВ1 и ВС.


Найдите периметр сечения, если все  ребра призмы равны а.

3. Основание пирамиды МАВСD – прямоугольный треугольник, стороны которого 9 см и 12 см. Боковое ребро МD перпендикулярно плоскости основания. Постройте сечение пирамиды плоскостью, содержащей точки А, С и середину высоты МD.


Вычислите площадь сечения, если угол между плоскостями сечения и основания 

равен 30(.

Уровень В

1.  Проведите сечение правильной треугольной призмы АВС А1В1С1  плоскостью, содержащей вершину А1 середины ребер СС1, ВС.


Вычислите периметр сечения призмы, если высота ее равна 6 см, а сторона основания – 8 см.

2. Проведите сечение правильной четырехугольной призмы АВСD А1В1С1D1  плоскостью, содержащей вершину D1 и середины ребер АВ и ВС.


Вычислите его периметр и площадь, если высота призмы равна 14 см, а сторона основания – 16 см.

3. Проведите сечение куба АВСD А1В1С1D1  плоскостью, проходящей через середины ребер С1D1, СС1 и АВ.


Какой фигурой является сечение? Найдите его периметр, если ребро куба равно а.

Задачи повышенной сложности

1. В пирамиде SАВСD с вершиной S диагональ ВD делится диагональю АС в отношении 3:2, считая от вершины D. На ребрах SD и SA взяты точки P и М соответственно, причем SP:PD=2:5, SM=МА.


а) Построить сечение пирамиды плоскостью МВР.


б) Найти, в каком отношении секущая плоскость делит ребро SC.


в) Найти площадь сечения, если площадь треугольника PQR равна 100 см2 (R и Q – точки пересечения секущей плоскости с прямыми DA и DC соответственно).

2.  Дана пирамида SАВСD, основание которой – параллелограмм АВСD, М и Р – середины ребер SA и  SD.


а) Построить сечение пирамиды плоскостью АМР.


б) Определить, в каком отношении плоскость АМР делит ребро SC.

3.  Через вершину правильной треугольной пирамиды и середины сторон АВ и СВ основания проведено сечение. Длина стороны основания равна а, а угол между плоскостью сечения и плоскостью основания равен (. 


Найдите:


а) площадь сечения;


б) угол между плоскостью сечения и плоскостью боковой грани SСА.


Тема 2. Построение сечения, проходящего, через заданную прямую и не лежащую на ней точку

Уровень  А

1. Проведите сечение куба АВСD А1В1С1D1   через вершину D1  и диагональ АС нижнего основания.


Найдите периметр этого сечения, если ребро куба равно а.

2. Через диагональ АС и вершину D1 правильной четырехугольной призмы 

АВСD А1В1С1D1  проведено сечение. Ребро основания призмы равно 20 см, угол при вершине сечения равен 60 (.


Вычислите площадь сечения.

3. Сторона основания правильной треугольной призмы равна 8 см, боковое ребро- 6 см.


Вычислите площадь сечения призмы, проведенного через сторону нижнего основания и противолежащую вершину верхнего основания.

4. Через вершину и диагональ основания правильной четырехугольной пирамиды проведено сечение.


Вычислите его  площадь, если сторона основания 8 см, а боковое ребро пирамиды равно 5
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 см.

5. Все ребра тетраэдра равны 24 см. Через боковое ребро и середину не пересекающей его стороны основания проведено сечение.


Вычислите периметр этого сечения.

6. Через вершину правильной шестиугольной пирамиды и диаметр окружности, описанной около ее основания, проведено сечение.


Вычислите площадь сечения, если сторона основания пирамиды равна 4 см, а ее высота равна 5см.

Уровень Б

1. Основание прямой призмы – прямоугольный треугольник, катеты которого равны 6 см и 8 см. Высота призмы равна 5 см. Через больший катет нижнего основания и середину гипотенузы верхнего основания проведена плоскость.


Вычислите площадь сечения призмы этой плоскостью

2. Через сторону нижнего основания правильной треугольной призмы проведена плоскость, пересекающая противоположное боковое ребро. Косинус угла между этой плоскостью и плоскостью основания равен 
[image: image2.wmf]5
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.


Вычислите площадь сечения призмы данной плоскостью, если сторона основания равна 6 см.


Тема 3. Построение сечения, проходящего через одну из заданных прямых, параллельно другой прямой

Уровень А

Через вершину D1 и середину ребра АD куба АВСD А1В1С1D1  проведена плоскость, параллельная прямой АС. Поведите сечение куба этой плоскостью.


Вычислите периметр сечения, если ребро куба равно 16 см.

Уровень Б
1. Проведите сечение куба АВСD А1В1С1D1  плоскостью, параллельной прямой А1С1 и проходящей через точку Аи середину ребра А1В1. 


Какой фигурой является это сечение? Вычислите площадь сечения, если ребро куба равно 24 см.

2. Через основание высоты правильной четырехугольной пирамиды МАВСD и середину ребра МС проведено сечение плоскостью, параллельной ребру АВ.


Вычислите площадь сечения, если сторона основания и высота пирамиды равна

 4 см.

3. Все ребра пирамиды МАВС равны 24 см. Через середину ребра МС и вершину В проведена плоскость параллельная прямой АС.


Вычислите периметр и площадь полученного сечения.

Уровень В

1. Проведите сечение куба АВСD А1В1С1D1  плоскостью, проходящей через вершины D1 и В, параллельно прямой А1С1.


Какой фигурой является сечение? Найдите площадь сечения, если ребро куба равно а.

2. Основании пирамиды МАВСD – ромб. АС = 24 см, ВDВ = 21 СМ. Боковое ребро МА перпендикулярно плоскости основания, МА = 48 см. Через вершину А и середину ребра МС проведена плоскость, параллельная прямой ВD.


Вычислите площадь полученного сечения.

Задачи повышенной сложности

1. В правильной четырехугольной пирамиде SАВСD через середины сторон АВ и АD проведена плоскость, параллельная боковому ребру SА. Найдите площадь сечения, если сторона основания а, а боковое ребро в. 


Ответ. 5ав
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2. На ребрах АА1 и СС1 параллелепипеда АВСD А1В1С1D1 расположены точки М и N так, что АМ:АА1= т, СN:СС1=п. Постройте сечение параллелепипеда плоскостью, проходящей через точки М и N параллельно диагонали ВD основания. Определите, в каком отношении эта плоскость делит ребро ВВ1, считая от В. 


Ответ. т+п/2-т-п.

3. Точка М лежит на ребре ВС = а куба АВСD А1В1С1D1  (А1В1С1D1 – нижнее основание).


а) Постройте сечение этого куба плоскостью, проходящей через точку М параллельно плоскости А1ВD. 



б) Найдите площадь сечения, если ВМ = 
[image: image4.wmf]4

а

. Указания. Разбейте полученное сечение на две равнобедренные трапеции и вычислите площадь каждой). 


Ответ. S сеч =11а2
[image: image5.wmf]3

/16.


Тема 4. Построение сечения, проходящего через заданную точку параллельно заданной плоскости

Уровень А

Через середину стороны АВ основания тетраэдра DАВС проведено сечение плоскостью, параллельной боковой грани DВС.


Вычислите периметр и площадь сечения, если все ребра тетраэдра равны 6 см.

Уровень Б

1. Основанием прямой призмы является ромб, сторона которого равна а, а угол - 60(. Высота призмы равна h. Проведите сечение призмы плоскостью, которая содержит середину одной из сторон основания, параллельна боковому ребру и плоскости меньшего диагонального сечения.


Найдите периметр и площадь сечения призмы.

2. Через середину высоты треугольной пирамиды проведено сечение плоскостью, параллельной плоскости основания.


Вычислите площадь сечения, если стороны основания равны 5 дм, 12 дм, 13 дм.

3. Через середину ребра МС правильной пирамиды МАВС проведено сечение плоскостью, параллельно грани МАВ.


Вычислите его площадь, если сторона основания пирамиды равна 16 см, а боковое ребро -  17 см.

4. Через середину ребра АD правильной пирамиды МАВСD проведено сечение плоскостью, параллельной грани DМС.


Вычислите площадь сечения, если апофема пирамиды равна 6
[image: image6.wmf]2

 дм и наклонена к плоскости основания  под углом 45(.

Уровень В

1.  Через середины ребер АВ и ВС правильной четырехугольной пирамиды МАВСD проведена плоскость, параллельная ребру МВ.


Вычислите площадь сечения, если сторона основания равна 8 см, а высота пирамиды – 7 см.

2. Все ребра тетраэдра равны а. Через точку пересечения медиан одной его грани проведена плоскость, параллельная другой грани.


Найдите площадь полученного сечения.

Задачи повышенной сложности

В кубе АВСD А1В1С1D1  через точку М, принадлежащую ребру ВВ1 такую, что 

МВ :МВ1 = 1:3, проведите сечение, параллельное плоскости А1 ВС1. Найдите периметр и площадь сечения, если ребро куба равно а. 


Ответ. Р=9а
[image: image7.wmf]2

/4; S=9а2
[image: image8.wmf]3

/32.


Тема 5. Построение сечения, проходящего через заданную точку параллельно каждой из двух заданных прямых

Уровень Б

Все ребра треугольной пирамиды МАВС равны 12 см. Через основание ее высоты проведено сечение плоскостью, параллельной ребрам АВ и МС.


Найдите площадь сечения.

Уровень В

1. Через середину бокового ребра правильной треугольной пирамиды проведено сечение, плоскость которого параллельна двум скрещивающимся ее ребрам.


Найдите его площадь, если сторона основания а, боковое ребро – в.

2. Через центр основания правильной треугольной пирамиды проведено сечение плоскостью, параллельной двум ее непересекающимся ребрам.


Вычислите площадь сечения, если сторона основания пирамиды равна 3 см, а боковое ребро – 6 см.

Задачи повышенной сложности

1. Дан куб АВСD А1В1С1D1  с ребром а; О – точка пересечения диагоналей АС и ВD грани АВСD. 


а) Постройте сечение куба плоскостью (: О((, В1D (((, А1С1(((.


б) Найдите площадь сечения. 


Ответ. Сечение – равнобедренный треугольник, 

S= а2 
[image: image9.wmf]6

/4.

2. Дан куб АВСD А1В1С1D1  с ребром а; О – точка пересечения диагоналей АВ1 и ВА1 грани АА1В1В. 


Найдите длину стороны сечения, проходящей через точку О, и площадь этого сечения, если (: О((, В1D (((, А1С1(((. Указания. Разбейте полученное сечение на равнобедренный треугольник и равнобедренную трапецию и вычислите площадь каждой фигуры. 


Ответ. PF= а
[image: image10.wmf]5

/2; S сеч= 7а2 
[image: image11.wmf]6

/16.

3. Основание прямой призмы АВСА1В1С1 – равнобедренный прямоугольный треугольник АВС с гипотенузой АС, равной 2 см. Высота призмы равна 4 см, точки К и М – середины ребер ВВ1 и ВС соответственно. 


Постройте сечение призмы плоскостью, проходящей через точку  В1 параллельно прямым АК и АМ, и найти его площадь. 


Ответ.
[image: image12.wmf]11

см2

4. В параллелепипеде АВСD А1В1С1D1 точки О и О1 соответственно – точки пересечения диагоналей граней оснований соответственно, точка М принадлежит отрезку А, причем АМ: МС = 3.


а) Постройте сечение параллелепипед а  плоскостью, проходящей через точку М параллельно прямым А О1 и DО.


б) Найдите, в каком отношении секущая плоскость делит отрезок А1С. 


Ответ. б) 1:1; в) 5:1, считая от вершины А1. 

Тема 5.Построение сечения, содержащего условия перпендикулярности
Уровень Б

1. Через боковое ребро правильной треугольной призмы проведено сечение, плоскость которого перпендикулярна плоскости противолежащей боковой грани.


Найдите его площадь, если боковое ребро призмы равно в, сторона основания –а.

2. Через диагональ основания правильной четырехугольной пирамиды проведено сечение плоскостью, перпендикулярной боковому ребру.


Вычислите площадь сечения, если сторона основания пирамиды равна 2 м, угол между плоскостями соседних боковых граней - 120 (.

Уровень В

1. Проведите сечение куба АВСD А1В1С1D1  плоскостью, проходящей через вершины А и С, перпендикулярной диагонали D1В.


Найдите площадь сечения, если ребро куба равно а. 

2. Через сторону основания правильной четырехугольной пирамиды проведена плоскость, перпендикулярная противолежащей боковой грани.


Сравните площади основания пирамиды и полученного сечения.

3. Через основание высоты правильной четырехугольной пирамиды проведена плоскость, перпендикулярная боковому ребру.


Найдите площадь сечения, если сторона основания пирамиды равна ее высоте и равна а.

4. Через ребро основания правильной треугольной пирамиды проведена плоскость,  перпендикулярная боковому ребру.


Вычислите площадь сечения, если ребро основания равно  4 см.

Задачи повышенной сложности

5. Дан куб АВСD А1В1С1D1 . Через точку Р, лежащую на диагонали АС1 и такую, что АР=2РС1, проведена плоскость, перпендикулярная этой диагонали.


а) Постройте сечение.


б) Найдите его площадь, если ребро куба равно а. 


Ответ. 
[image: image13.wmf]3

а2/2

6. В правильной треугольной пирамиде SАВС сторона основания равна 2, а боковое ребро SА = 6. Через среднюю линию КL боковой грани АВS (KL (( АВ) проведено сечение, перпендикулярное боковому ребру SС. Найдите: а) площадь сечения; б) угол между плоскостью сечения и плоскостью основания. 


Ответ. Sсеч = 
[image: image14.wmf]26

/12; cos( = 
[image: image15.wmf]702

/27.

7. Построить сечение куба АВСD А1В1С1D1  плоскостью, проходящей через точку М – середину ребра АА1, перпендикулярно диагонали В1D и найдите площадь этого сечения, если ребро куба равно а. 


Ответ. 3
[image: image16.wmf]3

а2/4.

8. Основание пирамиды КАВСD -  квадрат со стороной, равной 4 см. Ребро КА перпендикулярно плоскости АВС; КВ =5 см, АН – высота треугольника АВК.


а) Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей через середину АК перпендикулярно АН.


б) Найдите площадь сечения.


в) Определите величину угла между секущей плоскостью и плоскостью основания пирамиды. 


Ответ. Sсеч = 15/2 см2; ( = arccos 0,2.

§2. Вычисление расстояний и углов в пространстве


Дидактические цели и задачи: научиться строить и вычислять расстояния, углы  в многогранниках; научиться осуществлять обоснованные переходы от стереометрических углов к углам планиметрическим.


Тема 6. Расстояния от точки до прямой, от точки до плоскости, между скрещивающимися прямыми

Уровень А
1. В кубе АВСD А1В1С1D1 с ребром а вычислите расстояния от вершины В1 до:


а) вершин противолежащего основания;


б) до каждого из ребер противолежащего основания;


в) до диагоналей противолежащего основания. 


Найдите расстояние между прямыми В1В и АС; между В1В и АD.

2. Через точку пересечения диагоналей квадрата АВСD проведите перпендикуляр НО к его плоскости, равный а
[image: image17.wmf]2

 , АВ = 2а. Найдите расстояния:


а) между прямыми МО и АВ;


б) между прямыми ВD и МС;


в) от точки О до плоскости МВС;


в) от точки D до плоскости МВС.

Уровень Б

1. В прямоугольном параллелепипеде АВСD А1В1С1D1  АА1:АВ:АD = 1:3:4. На ребре АD задана точка Р – середина этого ребра, АА1=а. 


Найдите расстояние между прямыми В1Р  И DD1. 


Ответ. 6а/
[image: image18.wmf]13


2. Боковые грани правильной треугольной призмы -  квадраты со стороной а. 


Найдите расстояние между диагональю боковой грани и скрещивающимися  с ней высотами основания. 


Ответ. а
[image: image19.wmf]5

/5, а 
[image: image20.wmf]2

/2.

3. Ребро куба АВСD А1В1С1D1   равно а. Найдите расстояние между прямыми В1С и DС1. 



Ответ. а
[image: image21.wmf]3

/3.

Задачи повышенной сложности

1. АВСDА1А1В1С1D1 – прямоугольный параллелепипед, у которого АВ=4 дм, В1С1=3 дм, АА1=6 дм. Точка К1 принадлежит ребру С1В1, причем С1К1:К1В1=1:2. 

Вычислите расстояние между прямой ВВ1 и плоскостью DD1К1.

2. АВСDА1А1В1С1D1 – прямоугольный параллелепипед, у которого АВ=2дм, В1С1=6 дм, АА1=4 дм. Точка К1 принадлежит ребру С1В1, причем С1К1:К1В1=1:2, точки  F и F1 – середины ребер  DС и  D1С1 соответственно. Точки L и L1 –  середины ребер АВ и А1В1 соответственно,  точка М1 принадлежит ребру А1D1  и делит его в отношении 1:2, считая, от вершины А1.

Вычислите расстояние между плоскостями КК1F1 и  LL1М1.

3. В кубе АВСDА1А1В1С1D1 с ребром х вычислите расстояние между прямыми МN  и  FВ1, где точки М и N – соответственно середины ребер ВС и DС, а точка F делит ребро АА1 в отношении 1:3, считая от вершины А.

4. В кубе АВСDА1А1В1С1D1 с ребром у вычислите расстояние между прямыми МN  и  FD1, где точки М и N – соответственно середины ребер АВ  и АD, а точка F делит ребро АА1 в отношении 1:3, считая от вершины А.

5. В правильной четырехугольной пирамиде*   АВСDМ с основанием АВСD и высотой МО вычислите расстояние от точки В1 – середины ребра МВ1 до плоскости АВ1С (В1 – середина ребра МВ), если ребра основания равны а, а боковые ребра – 2а.

6. В правильной треугольно пирамиде*   АВСD  с основанием АВС и высотой DО вычислите расстояние от точки А1 – середины ребра АD  до плоскости АС1В (С1 – середина СС1), если ребра основания равны b, а боковые ребра – 2b.

7. Найдите угол между двумя скрещивающимися медианами двух боковых граней правильного тетраэдра с ребром а. 

Ответ. а
[image: image22.wmf]10

10

. Указание. Необходимо достроить тетраэдр до параллелепипеда.


Тема 7. Углы между прямыми, между прямой и плоскостью, между плоскостями

Уровень А

Дан куб АВСD А1В1С1D1. 


Найдите угол между:

1) прямыми:



а) DC1 и C1D; б) ВD и СС1; в) ВD и А1С1; г) АD и В1С; д) РЕ и АС; 



е) РЕ и D1С1; 
ж) А1С и ВD. Точки Р и Е – середины А1В1 и В1С1 


соответственно.


2) прямой DС1 и плоскостями граней куба. Найдите косинус 
угла между прямой АС1 и плоскостью АВС.


3) плоскостями: 


а) АВ1С1 и АВС; б) ВВ1D1 и АА1С.

Уровень Б

1. АВСD А1В1С1D1 – куб. Найдите угол между:


а) прямой DВ1 и плоскостями граней куба;


б) прямой А1D и плоскостью ВDС1. 


Ответ. arctg
[image: image23.wmf]2

/2; arcsin
[image: image24.wmf]6

/3.

2. АВСD А1В1С1D1 – куб. Точка Е – середина ребра А1D1. 


Найдите угол между прямой ВЕ и плоскостью ВDD1. 


Ответ. arctg
[image: image25.wmf]17

/17.

3. В плоскости ( расположен правильный треугольник АВС со стороной а. На перпендикуляре к плоскости ( в точке А расположен отрезок АD, равный а. 


Найдите угол между прямыми АВ и СD. 


Ответ. arccos
[image: image26.wmf]2

/4.

4. В правильном тетраэдре найдите угол между плоскостью основания и плоскостью, проходящей через апофемы боковых граней тетраэдра. 


Ответ. arctg
[image: image27.wmf]2

/4.

Задачи повышенной сложности

1. В основании пирамиды МАВС лежит прямоугольный треугольник АВС. Ребро МА пирамиды перпендикулярно плоскости АВС, и МА=АС=ВС. На ребре МВ взяты точки Р1, Р2, Р3, такие, что ВР1=Р1Р2=Р2Р3=Р3М.

 
Найдите углы между следующими прямыми: а) СР1 и АР3;б) СР3 и АР1.

2. На ребрах АD и В1С1 прямоугольного параллелепипеда АВСDА1В1С1D1  с отношением ребер АВ:АD:АА1=1:2:2 взяты соответственно точки Р и Q – середины этих ребер.

 Найдите углы, которые образует с плоскостью А1СD следующие прямые: а) РQ; б) РВ1.

3. В основании прямоугольного параллелепипеда АВСDА1В1С1D1 лежит квадрат АВСD. Ребро основания АВ параллелепипеда относится к его высоте, АА1 как 2:3,  точка К – середина ребра СС1. 

Найдите углы, которые образует плоскость АВ1К со следующими плоскостями: а)ВСС1; б)АВВ1.

4. В основании пирамиды МАВС лежит прямоугольный треугольник АВС. Ребро МА пирамиды перпендикулярно плоскости АВС, и МА=АС=ВС. На ребре МВ взяты точки Р1, Р2, Р3, такие, что ВР1=Р1Р2=Р2Р3=Р3М. 

Найдите углы между следующими прямыми: а) СР1 и АР3;б) СР3 и АР1.

5. На ребрах АD и В1С1 прямоугольного параллелепипеда АВСDА1В1С1D1  с отношением ребер АВ:АD:АА1=1:2:2 взяты соответственно точки Р и Q – середины этих ребер.

 Найдите углы, которые образует с плоскостью А1СD следующие прямые: а) РQ; б) РВ1.

6. В основании прямоугольного параллелепипеда АВСDА1В1С1D1 лежит квадрат АВСD. Ребро основания АВ параллелепипеда относится к его высоте, АА1 как 2:3,  точка К – середина ребра СС1. 

Найдите углы, которые образует плоскость АВ1К со следующими плоскостями: а)ВСС1; б)АВВ1.

§3. Комбинации тел


Дидактические цели и задачи: научить строить изображения комбинаций тел и их отдельные виды – выносные чертежи; научить устанавливать взаимосвязь между элементами заданной комбинации; научить сознательно выбирать пути рассуждения и способы решения задач, определять объем и полноту письменного решения.


Тема 8. Цилиндр и многогранники

Уровень А

1. Правильная четырехугольная призма описана около цилиндра. Высота призмы 20 см, сторона основания 16 см. 


Вычислите объем цилиндра.

2. В цилиндр, высота которого 12 см, вписана правильная четырехугольная призма. Площадь ее диагонального сечения равна 120 см2. 


Вычислите объем цилиндра.

3. Правильная треугольная призма вписана в цилиндр. Высота цилиндра 10 см, радиус его основания 4
[image: image28.wmf]3

 см. 


Вычислите площадь боковой поверхности призмы.

Уровень Б

1. Около цилиндра описана правильная четырехугольная призма. Ее диагональ равна 17 см, а диагональ боковой грани – 15 см. 


Вычислите объем цилиндра.

2. Призма, основание которой – прямоугольный треугольник с катетами 8 см и 6 см, описана около цилиндра. Диагональ большей боковой грани призмы наклонена к основанию под углом 45(. 


Вычислите: 


а) диаметр основания цилиндра; 


б) площадь боковой поверхности цилиндра.

3. Параллелепипед вписан в цилиндр. 


Вычислите отношение площадей боковой поверхности цилиндра и диагонального сечения параллелепипеда.

4. В цилиндр вписана призма, основанием которой является равнобедренный треугольник. Его основание 6 см, а боковая сторона 9 см. Площадь боковой поверхности призмы 240 см2. 


Вычислите: 


а) объем цилиндра; 


б) расстояние между образующими цилиндра,  лежащими в равных боковых гранях призмы.

Уровень В

1. В цилиндр вписана треугольная призма. Площадь ее боковых граней равна 54 см2, 

56 см2, 72 см2. Ось цилиндра расположена в плоскости одной из боковых граней. 
Вычислите площадь полной поверхности цилиндра.

2. Около цилиндра, осевое сечение которого -  квадрат со стороной 8 см, описана призма. Ее основанием является прямоугольная трапеция. Площадь боковой поверхности призмы 288 см2. 


Вычислите: 


а) длину большей стороны  основания призмы; 


б) объем призмы. 

3. Около цилиндра, высота которого 15 см, а радиус основания 4 см, описана правильная четырехугольная призма.


Вычислите площадь полной поверхности призмы.

Задачи повышенной сложности

4. Ребра АВ и СD правильного тетраэдра АВСD являются диаметрами оснований цилиндра. 


Найдите: 


а) отношение объема цилиндра к объему тетраэдра; 


б) угол между образующей цилиндра и прямой АС; 


в) угол между плоскостью основания цилиндра и плоскостью ВСD. 


Ответ. 3(; (/4; arccos 
[image: image29.wmf]3

/3.

5(ЕГЭ-2004, вариант 001). На окружности основания цилиндра отмечены точки А и В такие, что дуга АВ равна 60(. На окружности другого основания отмечены точки С и D рак, что СD – диаметр, перпендикулярный прямой АВ. 


Найдите объем пирамиды АВСD, если объем цилиндра равен 32(, а плоскость АСD образует с плоскостью основания угол 45(. 


Ответ. 
[image: image30.wmf]3

32

 .


Тема 9. Конус и многогранники

Уровень А

1. Правильна четырехугольная пирамида описана около конуса. Высота пирамиды 20 см. Образующая конуса 25 см. 


Вычислите: 


а) объем конуса; 


б) площадь боковой поверхности пирамиды.

2. Правильная треугольная пирамида вписана в конус. Сторона ее основания  12 
[image: image31.wmf]3

см, а боковое ребро – 15 см. 


Вычислите площадь боковой поверхности конуса.

3. В конус вписана правильная треугольная пирамида. Сторона ее основания равна 6
[image: image32.wmf]3

 см. Высота пирамиды 10 см. 


Вычислите объем конуса.

4. Правильная четырехугольная пирамида вписана в конус. Сторона основания пирамиды равна 5
[image: image33.wmf]2

  дм, а ее высота – 8 дм. 


Вычислите объем конуса.

Уровень Б

1. Пирамида, основание которой – прямоугольный треугольник с острым углом 30(,вписана в конус. Меньшая сторона основания пирамиды равна 12 см. Высота ее 16 см. 
Вычислите площадь боковой поверхности конуса.

2. В конус вписана правильная треугольная пирамида. Сторона основания равна 6 см, а боковое ребро - 4
[image: image34.wmf]3

см. 


Вычислите площадь боковой поверхности конуса.

3. Треугольная пирамида, площадь основания которой 192 см2,а периметр – 48 см, описана около конуса. Высота пирамиды – 15 см. 


Вычислите: 


а) объем конуса; 


б) площадь боковой поверхности конуса.   

4. Около конуса описана пирамида, высота которой 12 дм. Основанием пирамиды является ромб со стороной 4 дм. Угол между плоскостями основания и боковой грани пирамиды равен 60(. 


Вычислите: 


а) объем конуса; 


б) площадь полной поверхности конуса.

Уровень В

1. Пирамида, основанием которой является прямоугольная трапеция с большей боковой  стороной 12
[image: image35.wmf]2

 см и острым углом 45(, описана около конуса. Высота пирамиды 8 см. 
Вычислите: 


а)площадь полной поверхности конуса; 


б) расстояние от центра основания конуса до плоскости боковой грани пирамиды.

2. Около конуса, высота которого равна 3 дм, описана пирамида. Ее основание – равнобокая трапеция с острым углом 60(. Периметр трапеции 48 см. 


Вычислите: 


а) площадь полной поверхности конуса; 


б) угол при вершине осевого сечения конуса.

Задачи  повышенной сложности

1 (ЕГЭ-2003, вариант 626). Внутри правильной пирамиды САВD с вершиной в точке С расположен конус, вершина которого является центром основания АВD. Основание конуса вписано в сечение пирамиды плоскостью, параллельной плоскости АВD и делящей боковое ребро АС в отношении 2:1, считая от вершины С. 


Определите отношение объема пирамиды к объему этого конуса. Ответ. 81
[image: image36.wmf]3

/4(. 

2(ЕГЭ-2003, вариант 627-629). В четырехугольной пирамиде FАВСD все двугранные углы при основании равны между собой, а ее основанием является ромб АВСD  с острым углом 60(. Внутри этой пирамиды расположен конус так, что его вершина является точкой пересечения диагоналей ромба, а окружность основания конуса вписана в сечение пирамиды плоскостью, параллельной плоскости АВС и делящей боковое ребро FA в отношении 2:1, считая от вершины F. 


Определите отношение объема этой пирамиды к объему конуса.


Тема 10. Сфера и многогранники

Уровень А

1. Правильная четырехугольная призма описана около шара радиуса 20 см. 


Вычислите площадь полной поверхности призмы.

2. Прямоугольный параллелепипед, стороны основания которого 6 см и 8 см, вписан в шар. Высота параллелепипеда 24 см. 


Вычислите длину диаметра шара.

3. В правильную четырехугольную пирамиду вписан шар. Его радиус равен 12 см. Угол между плоскостями боковой грани и основания пирамиды равен 60(. 


Вычислите площадь основания пирамиды.

4. В правильную треугольную пирамиду вписан шар. Его радиус равен 18 см. Угол между плоскостями боковой грани и основания пирамиды - 60(. 


Вычислите высоту пирамиды.

5. В шар вписана правильная четырехугольная пирамида. Боковое ребро пирамиды равно 24 см, оно наклонено к плоскости основания под углом 30(. 


Вычислите радиус шара.

Уровень Б

1. Правильная четырехугольная призма, объем которой 64 дм3, описана около шара. 
Вычислите отношение площади полной поверхности призмы и объема шара.

2. Около шара описана правильная треугольная призма. Высота ее равна 12
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 дм. 
Вычислите: 


а) площадь поверхности шара; 


б) объем  призмы.

3. Около правильной треугольной призмы описан шар, радиус которого равен 2 дм. Сторона основания призмы – 3 дм. 


Вычислите объем призмы.

4. Около правильной четырехугольной призмы описан шар. 


Вычислите площадь его поверхности, если диагонали основания и боковой грани призмы равны соответственно

 16 см и 14 см.

5. В шар вписана правильная четырехугольная пирамида, боковое ребро которой равно 12 дм, а высота – 8 дм. 


Найдите объем шара.

6. Цент шара, описанного около правильной треугольной пирамиды, делит ее высоту на части, равные 4
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см и 2
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см. 


Вычислите объем пирамиды.

7. В правильную четырехугольную пирамиду с высотой 24 дм и стороной основания

 14 дм вписан шар. 


Вычислите объем шара.

8. В правильную четырехугольную пирамиду с высотой 24 дм и стороной  основания 14 дм вписан шар. 


Вычислите объем шара.

Уровень В

1.  Правильная треугольная призма вписана в шар. Его радиус равен 10
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см. Косинус угла между плоскостью боковой грани и радиусом, проведенным в вершину призмы, равен 0, 4. 


Вычислите объем призмы.

2. В прямую призму, основанием которой является ромб с диагоналями 12 дм и 16 дм, вписан шар. 


Вычислите площадь полной поверхности призмы.

3. В шар, радиус которого равен 14 см, вписана правильная треугольная призма; диагональ ее боковой грани равна 26 см. 


Найдите площадь боковой поверхности этой призмы.

4. Около шара описана правильная треугольная призма. Ее объем равен 576 см3. 
Вычислите объем шара.

5. Прямая призма, основание которой – равнобокая трапеция с боковой стороной 20 см, описана около шара. Разность основания 24 см. 


Вычислите: 


а) объем призмы; 


б) объем шара.

6. Основание пирамиды – правильный треугольник, сторона которого равна 15 дм. Одно из боковых ребер пирамиды перпендикулярно плоскости основания. Оно равно 15 см. 
Вычислите длину радиуса шара, описанного около пирамиды.

Задачи повышенной сложности

1 (ЕГЭ-2003, вариант 620-625). В правильной треугольной пирамиде, со стороной основания равной 18 и двугранным углом при основании, равным 60(, расположены два шара. Первый шар касается всех граней пирамиды, а второй шар касается первого шара и всех боковых граней пирамиды. 


Найдите радиус второго шара. 


Ответ. 1.

2 (ЕГЭ-2003, вариант 630-634). В правильной треугольной призме, со стороной основания равной 4
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 расположены два шара. Первый шар вписан в призму, а второй шар касается одного основания призмы, двух ее боковых граней и первого шара. 


Найдите радиус второго шара. 


Ответ. 3 – 
[image: image42.wmf]5

.

3.Центр шара, вписанного в правильную четырехугольную пирамиду, делит ее высоту в отношении 5 : 3. 


Найдите величину двугранных углов при основании пирамиды и при боковом ребре пирамиды. 


Ответ. arcsin4
[image: image43.wmf]34

/25. 

4. Центр шара, описного около правильной четырехугольной пирамиды. Делит ее высоту в отношении 5 : 3 , считая от вершины пирамиды. 


Найдите величину угла наклона бокового ребра пирамиды к плоскости ее основания. 


Ответ. arctg2.

5. Точка пресечения диагоналей основания правильной четырехугольной пирамиды делит отрезок, соединяющий вершину пирамиды с центром описанной около пирамиды сферы, в отношении 5 : 3. 


Найдите величину угла наклона бокового ребра пирамиды к плоскости ее основания. 


Ответ. arctg
[image: image44.wmf]55

/11.

6. В тетраэдр вписан шар радиуса r. 


Найдите расстояние от центра шара до вершин и до ребер этого тетраэдра, если все его ребра равны. 


Ответ. 3r, r
[image: image45.wmf]3

.

7.В четырехугольную пирамиду вписан шар радиуса r. 


Найдите расстояние от центра шара до каждой из вершин и до каждого из ребер этой пирамиды, если все ребра пирамиды равны.

8. В шар радиуса r вписана правильная четырехугольная пирамида с плоским углом 90° при вершине. 


Найдите высоту пирамиды. 


Ответ. 
[image: image46.wmf]3

2

R.

9.В шар радиуса R вписана правильная треугольная пирамида с плоским углом 60° при ребре основания. 


Найдите сторону основания пирамиды. 


Ответ. 
[image: image47.wmf]7

12

.

10. Центр шара, описанного около правильной четырехугольной пирамиды, совпадает с центром вписанного в нее шара. 


Найдите угол наклона бокового ребра пирамиды к плоскости ее основания.

11. Центр описанного около правильной шестиугольной пирамиды шара является серединой отрезка, соединяющего центр вписанного в пирамиду шара с основанием высоты пирамиды. 


Найдите двугранный угол при ребре основания пирамиды. 

12. Центр вписано и описанной около правильной четырехугольной пирамиды сфер симметричны относительно плоскости основания пирамиды. 


Найдите отношение радиуса описанной сферы к радиусу вписанной. 


Ответ. 1 + 
[image: image48.wmf]6

.

13. Основанием треугольной пирамиды с равными боковыми ребрами является прямоугольный треугольник с гипотенузой 10. Высота пирамиды равна 12. 


Найдите радиус описанного шара. 


Ответ. 
[image: image49.wmf]24

169

.

14. Основание пирамиды – ромб с углом 60° и стороной 6. Вершина пирамиды проектируется в точку пересечения диагоналей основания. Высота пирамиды равна 9. Сфера проходит через четыре вершины пирамиды. 


Найдите расстояние от пятой вершины до сферы (рассмотрите все случаи). 


Ответ. 3(
[image: image50.wmf]5

-1); 2(4-
[image: image51.wmf]7

).

15. Основание ABCD куба ABCDA B C D является основанием правильной четырехугольной пирамиды MABCD. Сфера проходит через все девять указанных точек. Ребро куба равно а. 


Какие значения может принимать высота пирамиды? 


Ответ. а(
[image: image52.wmf]3

+1)/2; а(
[image: image53.wmf]3

-1)/2.

16. В треугольную пирамиду, все ребра которой раны 2 см, помещены четыре равных шара, каждый из которых касается трех остальных и вписан в один из трехгранных углов пирамиды. 


Найдите радиус этих шаров. 


Ответ. 1/(1 + 
[image: image54.wmf]6

).

17. Высота правильной четырехугольной пирамиды, все ребра которой равны в, является радиусом некоторой сферы. 


Найдите длину линии пересечения поверхностей сферы и пирамиды (рассмотрите два случая). 


Ответ. 0; (в
[image: image55.wmf]2

/3.

18. Высота правильной шестиугольной пирамиды, все боковые ребра которой равны в и плоский угол при вершине равен 30, является диаметром некоторой сферы. 


Найдите длину линии пересечения поверхности сферы и пирамиды. 


Ответ. (в
[image: image56.wmf]2

(
[image: image57.wmf]3

-1).

19. В пирамиду вписана сфера радиуса 7, полная поверхность пирамиды равна 33. Найдите произведение площади основания пирамиды на ее высоту. 


Ответ. 77.


Тема 11. Конус, цилиндр и сфера

Уровень А

1. В шар радиуса 4 см вписан конус с углом при вершине осевого сечения 60(. 


Вычислите площадь боковой поверхности конуса.

2. Шар вписан в конус, осевое сечение которого – равносторонний треугольник. Диаметр основания конуса равен 8
[image: image58.wmf]3

см. 


Вычислите диаметр шара.

3. Образующая конуса равна 12
[image: image59.wmf]2

см и наклонена к плоскости основания под углом 45(. 


Вычислите радиус шара, описанного около этого конуса.

4. Осевое сечение конуса – правильный треугольник. Высота конуса 18 см. 


Вычислите площадь поверхности шара, вписанного в этот конус.

5. В цилиндр, образующая которого равна 16 см, вписан шар. 


На сколько больше площадь полной поверхности цилиндра чем площадь поверхности шара?

6. Шар радиуса 10 см вписан в цилиндр. 


Вычислите: 


а) периметр осевого сечения цилиндра; 


б) объем цилиндра.

Уровень Б

1.  В шар, радиус которого 25 см, вписан конус. Высота конуса 32 см. 


Вычислите площадь боковой поверхности конуса.

2. Около конуса описан шар. Отношение высоты конуса к радиусу шара равно 3:2. 


Найдите отношение объемов шара и конуса.

3. Около конуса, высота и радиус основания которого равны соответственно 6 дм и 6
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дм, описан шар. 


Вычислите объем шара.

4. В конус, образующая которого равна 10 см, а радиус основания – 6 см, вписан шар. 


Вычислите объем этого шара.

5. Высота конуса в 3 раза больше радиуса вписанного в него шара. Образующая конуса равна 12 см. 


Вычислите площадь боковой поверхности конуса.

6. В шар вписан цилиндр, радиус основания которого равен 4 см, а высота – 15 см. 


Вычислите площадь поверхности шара.

7. Цилиндр вписан в шар. Расстояния от центра шара до образующей и до центра основания цилиндра равны соответственно 9 см и 12 см. 


Вычислите радиус шара.

8. Цилиндр описан около шара. 


Найдите отношение площадей поверхности шара и боковой поверхности цилиндра.

9. Цилиндр вписан в шар, радиус которого 10 см. Образующая цилиндра и диаметр его основания пропорциональны числам 4 и 3. 


Вычислите площадь полной поверхности цилиндра.

10. В шар вписан цилиндр, диагональ осевого сечения которого наклонена к плоскости основания под углом (. Радиус шара равен R. 


Найдите: 


а) высоту цилиндра; 


б) площадь основания цилиндра.

11. Площадь поверхности шара больше суммы площадей оснований описанного около него цилиндра на 50( см2. 


Вычислите: 


а)объем шара; 


б) объем цилиндра.

Уровень В

1. Площадь полной поверхности конуса в два раза больше площади поверхности вписанного в него шара. 


Вычислите косинус угла между образующей конуса и плоскостью его основания.

2. Шар вписан в усеченный конус, радиусы которого 25 см и 9 см. 


Вычислите объем усеченного конуса.

3. Вычислите площадь боковой поверхности усеченного конуса, описанного около шара, если образующая конуса равна 26 см, а радиус шара – 12 см.

4. Радиусы оснований усеченного конуса равны 9 дм и 12 дм, высота – 21 дм. 
Вычислите радиус описанного шара.

5. В конус вписан шар. Площадь поверхности шара и площадь основания конуса пропорциональны числам 4 и 3. 


Вычислите градусную меру угла при вершине осевого сечения конуса.

6. Цилиндр вписан в шар радиуса R. Объем части шара, заключенной между основаниями цилиндра, в два раза больше объема цилиндра. 


Найдите расстояние между центрами шара и основания цилиндра.

7. Найдите отношение объема шара, описанного около цилиндра, и объем шара, вписанного в этот цилиндр.

 Произвольные комбинации сферы и многогранников. Комбинации сферы и правильных многогранников. Задачи повышенной сложности

1. В конус помещено два шара, один из которых вписан в конус, а другой касается первого шара и конической поверхности, имея с ней общую окружность. 


Найдите отношение радиусов первой и второй сферы, если образующая конуса в три раза больше радиуса его основания.

2. Высота конуса является диаметром шара радиуса 2. 


Найдите длину линии пересечения конической поверхности и сферической поверхности, если образующая конуса равна 5.

3. В цилиндр помещены четыре попарно касающиеся друг друга сферы радиуса 1 так, что каждая сфера касается цилиндрической поверхности. Две сферы касаются нижнего, а две – верхнего основания цилиндра. 


Найдите радиус основания и высоту цилиндра.

4. В правильный тетраэдр вписан шар. В шар вписан правильный тетраэдр. 

Найдите отношение объемов тетраэдров. 

Ответ. 27:1. Указание. Введите вспомогательную переменную: ребро одного из тетраэдров – опорный элемент, затем, выразите последовательно через него радиус шара, ребро второго тетраэдра. 

5. На сфере даны четыре равные окружности, каждая из которых касается остальных.

 Найдите их радиус, если радиус сферы R.

Ответ.  R
[image: image61.wmf]3
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6. Поверхность шара равна Q.  Вычислите поверхность правильного октаэдра, вписанного в этот шар.

Ответ. Q
[image: image62.wmf]p

4

3

.

7. Сфера проходит через вершины одной грани куба и касается сторон противоположной грани куба. Найдите радиус сферы, если ребро куба равно а.


Ответ. 
[image: image63.wmf]8
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а.

8. Внутри правильного тетраэдра с ребром а расположены четыре равных шара так, что каждый касается трех других и граней тетраэдра Определите радиус этих шаров.

Ответ. 
[image: image64.wmf]
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Тема 12. Каркасные многогранники

1. Сфера касается всех ребер правильной шестиугольной пирамиды с ребром основания а и высотой h. 


Найдите радиус сферы.

2. Сфера касается всех ребер правильной четырехугольной пирамиды с боковым ребром 10 и ребром основания 8. 


Найдите радиус этой сферы.

3. Сфера касается всех ребер правильного тетраэдра с ребром а. 


Найдите: 


а) радиус сферы; 


б) расстояние от центра сферы до вершины, грани и ребра тетраэдра.

4. Найдите радиус сферы, касающейся всех ребер основания правильного тетраэдра и проходящей через его вершину, если высота тетраэдра равна h.

5. Шар касается всех ребер правильной треугольной пирамиды. 


Найдите отношение радиуса шара к стороне основания пирамиды, если плоский угол  при вершине пирамиды равен 90(.

6. Все ребра треугольной призмы касаются шара радиуса R. 

Найдите объем призмы.

Задача повышенной сложности

1.  Шар касается всех ребер правильного тетраэдра, ребро которого равно а. 
Найдите объем образовавшегося тела (объединение объемов шара  и тетраэдра).

Ответ. 
[image: image67.wmf]12
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§4. Объемы и поверхности тел.

 избранные вопросы стереометрии


Дидактические цели и задачи. Формирование целостного представления о методах решения стереометрических задач на основе обобщения и систематизации, установления внутри- и межпредметных связей посредством развития общеучебных умений и навыков.


Тема 13. Вычисление объема тетраэдра*

Задача о вычислении объема тетраэдра с попарно перпендикулярными боковыми ребрами.

Задача о вычислении объема тетраэдра по площадям двух его граней, их общего ребра и двугранного угла, образованного этими гранями.

Задача о вычислении объема тетраэдра путем достраивания его до параллелепипеда.

Теорема об отношении объемов тетраэдров, имеющих по равному трехгранному углу.


Тема 14. Задачи на отыскание наибольшего и наименьшего значения
Уровень Б

1. Найдите высоту и радиус основания цилиндра наибольшего объема, вписанного в сферу радиуса R..

2. Найдите наибольший возможный объем цилиндра, вписанного в конус, высота которого равна 27 и радиус основания равен 9.

3. Периметр равнобедренного треугольника равен Р. 


Каковы должны быть длины его сторон, чтобы объем тела, полученного вращением этого треугольника вокруг основания, был наибольшим?

4. Основание пирамиды – правильный треугольник, одно из боковых ребер совпадает с высотой пирамиды, длины двух других боковых ребер равны 3. 


При какой высоте пирамиды ее объем является наибольшим? Найдите это наибольшее значение объема. 


Ответ. 
[image: image70.wmf]3
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5. Прямоугольный треугольник, сумма длин катетов которого равна 3, вращается вокруг одного из них. 


Каким должны быть длины катетов, чтобы объем полученного при вращении конуса был наибольшим? Найдите это наибольшее значение объема. 


Ответ. 2; 1; 4((3.

6. Найдите наибольший объем конуса с образующей а.

Найдите радиус основания цилиндра наибольшего объема, вписанного в конус, радиус основания которого – 3.

7. В сферу радиуса R вписан цилиндр. 


Найдите наибольшее значение боковой поверхности цилиндра и отношение его высоты к радиусу сферы в этом случае.


Вокруг сферы радиуса r описан прямой круговой конус. 


Найдите наименьшее значение объема конуса и отношение его высоты к радиусу сферы в этом случае.

Уровень В

1. Найдите площадь полной поверхности правильной шестиугольной призмы, объем которой равен 4, а сумма длин всех ребер наименьшая. 


Ответ. 8 +4
[image: image71.wmf]3
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________________________

* К указанной теме можно отнести также  задачи, требующие нахождения объема тетраэдра в том случае, если величины заданы параметрически

2. Середина бокового ребра правильной треугольной пирамиды находится на расстоянии 2 от высоты основания, не пересекающей это боковое ребро. 


При какой длине стороны основания пирамиды она будет иметь наибольшую площадь боковой поверхности? Найдите это наибольшее значение площади. 


Ответ. 4
[image: image72.wmf]3
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3. В сферу радиуса R вписана правильная  четырехугольная пирамида. 


Каков наименьший возможный объем этой пирамиды?

4. Конус описан около куба таким образом: четыре вершины куба лежат в плоскости основания конуса, а четыре другие вершины – на его боковой поверхности. 


Какой наименьший объем может иметь такой конус, если ребро куба равно а?

5. Правильная треугольная призма вписана в шар радиуса 4 так, что одно из боковых ребер лежит на диаметре шара, а все вершины противоположной боковой грани принадлежат поверхности шара. 


При какой высоте призмы сумма длин всех ее ребер является наибольшей? 


Ответ. 2
[image: image74.wmf]2
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6. Одно из оснований правильной треугольной призмы принадлежит большему кругу шара с радиусом 26, а вершины другого основания принадлежат поверхности этого шара. 


Определите высоту призмы, при которой сумма длин всех ее ребер является наибольшей. 


Ответ. 2
[image: image76.wmf]13
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7. Найдите высоту и радиус основания конуса наибольшего объема, вписанного в сферу радиуса R.


Тема 15. Задачи на сравнение объемов геометрических тел

Уровень А

1. Дана правильная четырехугольная пирамида SАВСD. Точка F- середина ребра ВС. 


Найдите, в каком отношении делит объем пирамиды плоскость DSF. 


Ответ. 3:1.

2. Дана правильная четырехугольная пирамида   SАВСD. Точка F делит ребро ВС в отношении 1:2, считая от точки В. Точка Е делит ребро АВ пополам. 


Найдите, в каком отношении делит объем пирамиды плоскость ЕFS. 


Ответ. 1:11.

3. В каком отношении делит объем правильной четырехугольной пирамиды плоскость, проходящая через вершину и центр основания? 


Ответ. 1:1.

4. В каком отношении делится объем правильной п-угольной пирамиды плоскость, проходящей через вершину пирамиды  и пересекающей ее основание? 


Ответ: пирамида делится на части так же, как площади оснований.

5. В каком отношении делит объем пирамиды плоскость, параллельная основанию и пересекающая боковые ребра пирамиды? 

Уровень Б

1. В правильной четырехугольной пирамиде SАВСD через середину бокового ребра SC – точку F – и диагональ основания BD проведено сечение. 


Найдите отношение объемов фигур, на которые плоскость сечения делит пирамиду. 
Ответ. 3:1.

2. Дана правильная четырехугольная пирамида SАВСD. Точка F делит ребро SC в отношении 1:2, считая от точки S, точка Е – середина ребра ВС. 


Найдите, в каком отношении делит объем пирамиды плоскость DEF. 


Ответ. 5:1.

3. Плоскость, параллельная основанию пирамиды, делит ее на две равновеликие части. 


В каком отношении эта плоскость делит высоту пирамиды? 


Ответ. 1/ 
[image: image77.wmf]3
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4. В каком отношении делит объем тетраэдра плоскость, проходящая через середину одного ребра и противолежащее ребро? 


Ответ. 1:1.

5. Дана правильная четырехугольная пирамида SАВСD с вершиной S. Точка F делит ребро ВС в отношении 1:2, считая от точки В. 


Найдите, в каком отношении делит объем пирамиды плоскость DSF. 


Ответ. 1:2.

Уровень В

1. Дана правильная четырехугольная пирамида SАВСD, точка F – середина бокового ребра SC. На продолжении стороны  CD отложен отрезок DE, равный  двум отрезкам CD. 


Найдите отношение объемов фигур, на которые плоскость  BEF делит пирамиду. 


Ответ. 31:29.

2. Дана правильная четырехугольная пирамида SАВСD S – вершина. Точки Е и F – середины ребер АВ и ВС. 


Найдите, в каком отношении делит объем пирамиды плоскость, проходящая через точки Е и F параллельно ребру SВ. 


Ответ. 9:23.

Задачи на сравнение объемов геометрических тел, 

в которых применяется теорема Менелая

1. Дана правильная четырехугольная пирамида SАВСD с вершиной S, точка F делит ребро SC в отношении 1:2, считая от точки S, точка Е делит ребро SB пополам. 


Найдите, в каком отношении делит объем пирамиды плоскость DEF. 


Ответ. 11:13.

2. В правильной треугольной пирамиде с вершиной S и основанием АВС на продолжении стороны ВС отложена точка К, такая, что С является серединой ВК. Через точки А, К и середину ребра SC проведена плоскость. 


Найдите отношение объемов фигур, на которые эта плоскость разбивает пирамиду. 


Ответ. 1:5.

3. Дана правильная четырехугольная пирамида SАВСD с вершиной S и основанием АВС. Точка F делит ребро SC в отношении  1:2, считая от точки S; точка Е  делит ребро SA в отношении 1:3, считая от точки S. 


Найдите, в каком отношении делит объем пирамиды плоскость КЕF. 


Ответ. 5:43.

 Задачи на сравнение площадей поверхностей отсеченных многогранников

1. На ребре АВ куба АВСDА1В1С1D1 взяты точки Р1, Р2 и Р3, такие, что ВР1=Р1Р2=Р2Р3=Р3А. Постройте сечения куба плоскостями: а)С1DР1; б)С1DР2; в)С1DР3. 

Найдите отношение площадей поверхностей многогранников, на которые рассекается куб в каждом случае.

4. На ребрах В1С1, АD и СD прямоугольного параллелепипеда АВСDА1В1С1D1 взяты точки Р, К и L – середины этих ребер. Отношение ребер параллелепипеда АВ:АD:АА1=1:2:1. 
Постройте сечения параллелепипеда плоскостями, проходящими через точку Р параллельно прямой DD1 и следующим прямым: а)АВ1; б)В1К; в)В1L. 

Найдите отношения площадей поверхностей многогранников, на которые рассекается параллелепипед в каждом случае.

6. В основании пирамиды МАВС с высотой МО лежит прямоугольный треугольник АВС, и МО=АС=ВС. Все боковые ребра пирамиды одинаково наклонены к плоскости основания. На ребре МС взята точка К - середина этого ребра. Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точку О – основание высоты  перпендикулярно прямой АК.

 Найдите отношение площадей фигур, на которые секущая плоскость разделяет следующие грани: а)АВС; б) МАВ; в)МАС.
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Контрольная работа по стереометрии.11 класс.

Задача 1

Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник ABC с гипотенузой AC, высота пирамиды равна 1. Все боковые ребра наклонены к плоскости основания под углом 45˚, а угол между боковым ребром ТВ медианой основания CD равен 60˚. Какую наименьшую площадь может иметь сечение пирамиды плоскостью, проходящей через медиану CD и пересекающей ребро ТВ.(Т – вершина пирамиды)
Задача 2

В правильной шестиугольной пирамиде SA…F, боковые ребра которой равны 2, а стороны основания – 1, найдите косинус угла между прямой AC и плоскостью SAF.
Задача 3

В правильной треугольной призме ABCA1B1C1, все ребра которой равны 1, найдите косинус угла между прямыми AB1 и BC1.

Задача 4

Диаметр окружности основания цилиндра равен 20, образующая цилиндра равна 28. Плоскость пересекает его основания по хордам длины 12 и 16. Найдите тангенс угла между этой плоскостью и плоскостью основания цилиндра.

PAGE  
26

_1502011325.unknown

_1502011341.unknown

_1502011349.unknown

_1502011357.unknown

_1502011361.unknown

_1502011365.unknown

_1502011367.unknown

_1502011369.unknown

_1502011370.unknown

_1502011368.unknown

_1502011366.unknown

_1502011363.unknown

_1502011364.unknown

_1502011362.unknown

_1502011359.unknown

_1502011360.unknown

_1502011358.unknown

_1502011353.unknown

_1502011355.unknown

_1502011356.unknown

_1502011354.unknown

_1502011351.unknown

_1502011352.unknown

_1502011350.unknown

_1502011345.unknown

_1502011347.unknown

_1502011348.unknown

_1502011346.unknown

_1502011343.unknown

_1502011344.unknown

_1502011342.unknown

_1502011333.unknown

_1502011337.unknown

_1502011339.unknown

_1502011340.unknown

_1502011338.unknown

_1502011335.unknown

_1502011336.unknown

_1502011334.unknown

_1502011329.unknown

_1502011331.unknown

_1502011332.unknown

_1502011330.unknown

_1502011327.unknown

_1502011328.unknown

_1502011326.unknown

_1502011308.unknown

_1502011317.unknown

_1502011321.unknown

_1502011323.unknown

_1502011324.unknown

_1502011322.unknown

_1502011319.unknown

_1502011320.unknown

_1502011318.unknown

_1502011312.unknown

_1502011315.unknown

_1502011316.unknown

_1502011313.unknown

_1502011310.unknown

_1502011311.unknown

_1502011309.unknown

_1502011300.unknown

_1502011304.unknown

_1502011306.unknown

_1502011307.unknown

_1502011305.unknown

_1502011302.unknown

_1502011303.unknown

_1502011301.unknown

_1502011296.unknown

_1502011298.unknown

_1502011299.unknown

_1502011297.unknown

_1502011294.unknown

_1502011295.unknown

_1502011293.unknown

